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Abstract. We establish pointwise estimates for a class of convex functions on the Heisenberg 
group. An integral estimate for classical convex functions in terms of the Monge-Ampère 
operator det D°u was proved by Aleksandrov, see [4, Theorem 1.4.2]. Such estimate is of 
great importance in the theory of weak solutions for the Monge-Ampère equation, and its 
proof revolves around the geometric features of the notion of normal mapping or subdiffer- 
ential in R” [4, Definition 1.1.1] which yield in addition the useful comparison principle for 
Monge-Ampère measures, [4, Theorem 1.4.6]. 

On the Heisenberg group, and more generally in Carnot groups, several notions of con- 
vexity have been introduced and compared in [2] and [7]. The notion of convex function we 
use in this paper is given in Definition 3.2, and a natural question is if similar comparison and 
maximum principles hold in this setting. A reason for this question is that' those estimates 
would be useful in the study of solutions for nondivergence equations of the form a;;X; Xj 
where a;; is a uniformly elliptic measurable matrix and X; are the Heisenberg vector fields. 
The difficulty for this study is the doubtful existence of a notion of normal mapping in H” 
suitable to establish maximum and comparison principles. 

In a recent paper with C. E. Gutiérrez we address this question and follow a route 
different from the one described above for convex functions, and in particular, we do not 
use any notion of normal mapping. This -approach was recently used by Trudinger and 
Wang to study Hessian equations [9]. Our integral estimates are in terms of the following 
Monge-Ampère type operator: det H(u) + (w:)?, see Definition 3.1. We first establish by 
means of integration by parts a comparison principle for smooth functions, Theorem 4.1, 
and then extend this principle to “cones” Theorem 5.2. This together with the geometry 
in H” leads by iteration to the maximum principle Theorem 1.2. We next estimate the 
oscillation of H-convex functions Proposition 7.1 that permits to extend our definition of 
Monge-Ampère measure to continuous H-convex functions and obtain a general comparison 


principle Theorem 7.2. 
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1 Introduzione 


In questo seminario presento alcuni principi del massimo e del confronto per una classe 
di funzioni convesse sul gruppo di Heisenberg, ottenuti in collaborazione con Cristian E. 
Gutiérrez. Lo scopo di questi risultati è di stabilire delle stime puntuali per questa classe di 
funzioni, analoghe a quelle di Aleksandrov per le funzioni convesse in senso classico. 

Negli anni ‘60 Aleksandrov dimostrò la seguente stima integrale per le funzioni convesse, 


in termini dell’operatore di Monge-Ampère det D?u. 


Teorema 1.1 (Principio del massimo di Aleksandrov). Se C R” è un insieme aper- 


to convesso e limitato e se u € C(Î) è convessa, u=0 sul 99, allora 
lu(y)|" < Cn diam(Q)"-! dist(y, 90) 1) det D°u(x) de, 
to] 
per ogni y € A, dove Cn è una costante che dipende solo dalla dimensione n. 


Questa stima è di notevole importanza nella teoria delle soluzioni deboli dell’equazione 
di Monge-Ampère e più in generale gioca un ruolo centrale nella teoria delle equazioni 


uniformemente ellittiche in forma di non divergenza per via della disuguaglianza elementare 


det A det B < (Cade ) 


n 


per A, B matrici simmetriche semidefinite positive (si veda ad esempio [3]). In particolare 
se si sceglie come A la matrice Hessiana di u, che indicheremo con D?u, per ogni matrice B 


simmetrica e definita positiva, si ottiene dalla precedente 


1 /tracciaBD?u\r 
2u< —L_ (traccia BD'u 
serra -yl n ) 


sul sottoinsieme I di N dove il grafico di u sta sopra ad un iperpiano di supporto, cioè 
T={y€2:u(c) > u(y)+p(r-y) Vr €Q per qualchep € R"} 


La prova della stima di Aleksandrov (che si può trovare ad esempio in [4, Theorem 1.4.2] oin 
[3, Lemma 9.2]) ruota attorno ad alcune considerazioni geometriche sulla nozione di mappa 
normale o subdifferenziale in R” . Ricordiamo che se u è un’arbitraria funzione continua in 


9 si definisce la mappa normale in un punto y € N come 


du(y) = {pe R" :u(r) > uly)+p.(r-y) Vere}. 
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In particolare, da argomenti geometrici, si vede facilmente che se u = v sul 00, v > uin 
Q allora dv(9) C du(2) [4, Lemma 1.4.1). Da questo segue un principio del confronto [4, 
Theorem 1.4.6] per misure di Monge-Ampère Mu(E) = mis(du(£)) dove, se u € C°(0), 
Mu(E) = fn det D°udx per ogni insieme di Borel E C Q2. 

Se poi si sceglie come v la funzione che ha per grafico il cono suuperiore con vertice 
(y, u(y)) e base N x {0}, si ha v > win 2 perchè u è convessa, e per il principio del confronto 


n-i 
Cn (Fl) Ip] < mis (2v(9)) < mis (Qu(0)) 


con |p| = astio Da questo si ottiene immediatamente la stima di Aleksandrov. 

Sul gruppo di Heisenberg, e più in generale su gruppi di Carnot, sono state introdotte 
diverse definizioni di convessità in [2] e in [7]. La nozione di funzione H-convessa che noi 
utilizziamo è data nella Definizione 3.2, e la domanda che si pone in maniera naturale è 
se in questo contesto valgono principi del confronto e del massimo analoghi a quelli sopra 
descritti. La motivazione di questo studio è che queste stime sarebbero utili nello sviluppo 
di una teoria delle soluzioni deboli di equazioni in forma di non divergenza del tipo a;jX Xj 
dove a;; è una matrice uniformemente ellittica e misurabile e X; sono i campi vettoriali 
di Heisenberg. Il passo successivo sarebbe poi quello di estendere questa teoria a campi 
non lineari di tipo Levi, e quindi allo studio delle soluzioni deboli dell'equazione di Levi 
Monge-Ampère introdotta in [6]. 

La difficoltà che subito sì incontra in questo programma è la dubbia esistenza di una 
nozione di mappa normale in IH”, utile per stabilire principi del massimo e del confronto. 

In un recente lavoro con Cristian E. Gutiérrez [5] affrontiamo questo problema seguendo 
una strada diversa da quella sopra descritta per le funzioni convesse e senza usare una 
nozione di mappa normale. Questo tipo di approccio è stato recentemente usato anche da 
Trudinger e Wang per lo studio di equazioni Hessiane [9] e si basa sul fatto che l’operatore 


di Monge Ampère si può scrivere in forma di divergenza. Precisamente 
det DPu = Zdiv ((D’u)"Du), 


dove abbiamo indicato con (D?u)* la matrice dei cofattori di D°u. Nel nostro contesto 
non vale una formula esatta analoga alla precedente, perchè i campi di Heisenberg non 
commutano. Vale invece una formula con un resto, che dimostriamo nella Proposizione 41. 
Da questo segue che le nostre stime integrali sono in termini del seguente operatore di tipo 


Monge-Ampère: det H(u)+12(u,)?, si veda la Definizione 3.1. Utilizzando allora un metodo 
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di integrazione per parti, inizialmente stabiliamo un principio del confronto per funzioni C?, 
Teorema 4.1, poi estendiamo questo principio ad una famiglia di “coni” Teorema 5.2. Questo 
risultato, insieme alla geometria di H", ci consente di dimostrare una stima puntuale analoga 
a quella di Aleksandrov su una famiglia di palle (si veda la Sezione 2 per la definizione precisa 
di Br). 


Teorema 1.2. Sia u € C?(Br) H-convessa, u=0 sul ABr. Se 
u(zo) = pin U, 
allora esiste una costante positiva c, dipendente da d(z0,0Br), tale che 
|u(zo)]? < cf (det H(u) +12 u?) de. 
Br 


Inoltre, otteniamo anche una stima dal basso dell’oscillazione di funzioni ‘H-convesse, si 
veda Proposizione 7.1. Questa stima ci permette di estendere l'integrale di det H(u)+12(w;)? 
come misura di Monge-Ampère alle funzioni continue H-convesse e di ottenere per queste 
un principio del confronto generale, Teorema 7.2 e un principio del massimo Teorema 7.3. 
Infine, con il Controesempio 7.1 mostriamo che non può valere una stima analoga a quella di 
Aleksandrov in questo contesto per l'operatore det Hu. In altre parole, non si può trascurare 


il termine di resto u?. 


2 Notazioni 


Indichiamo con u = u(x,y,t), con 2 = (7,y,t) un punto di R3, e con X = 4, + 2yd, 
Y = dy-22. 0, i campi di Heisenberg. Allora il commutatore di X e Y è [X, Y|=.XY-YXa 
--40;. Denotiamo con H' lo spazio R3 munito della legge non commutativa di gruppo: se 


zo = (To, yo, to) ez = (2,41), 
woz= (2 +z,Y0 +Y,to +t + 2(2y0 — yto)). 
Si ha 271 = 2, e (2002)! = 2710251. In H! definiamo il “gauge” come la funzione 
P(2) = ((2°+99)+t2)!, 
e la distanza 


d(2,20) = p(271 02). 
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Ricordiamo che per d vale la disuguaglianza triangolare 
d(z,20) < d(2,0) + d(6, z0) (1) 
per ogni 2, 20, € H?. Dato A > 0 consideriamo le dilatazioni 
6x(2) = (Ax, Ay, A°1). 
Allora 
d(d,2,6\z0) = A d(2, zo). 


Per ulteriori dettagli su H” si veda [8, Capitoli XII e XIII]. 
Denotiamo con Br(20) = {2 € R3 : d(2, 20) < R}la palla di centro zo e raggio A rispetto 


alla distanza d. Per ogni zo = (0, yo, to) € R3 definiamo 
I. = {(7,y,t):t-to — 2(zyo — yzo) = 0} 


il piano generato dai vettori (1,0, 2yo), (0,1,-—20) e passante per il punto zo. Osserviamo 


che se h € H?, allora 


z€I., see solo se ho z E Ihozo: (2) 


3 H-convessità 


Se c € C e u € C2(R3), definiamo 


Xu XYut+ cu 
He(u) = 
YXu- cu; Yu 
e 
Pt XYu+ 
H;(u) = det ti ST, (3) 
YXu- cu Y?u 


Con Q denotiamo un aperto di R3. 
Definizione 3.1. La funzione u € C?(9) è H-convessa in I se la matrice simmetrica 


X?u (XYu+YXu) i 


H(u) = Ha(u) = | 
(XYu+YXu)/2 Y?u 


è semidefinita positiva in Q. 


Osserviamo che la matrice H.(u) è simmetrica se e solo se c = 2. Inoltre, se (H-(u)é, é) > 


0 per ogni € € R? e per qualche c, allora questa forma quadratica è non negativa per ogni 


valore di c € R. 


Estendiamo la definizione di H-convessità alle funzioni continue. 


Definizione 3.2. La funzione u € C(0) è H-convessa in © se esiste una successione Uk E 


C°(9) di funzioni H-convesse in O tale che Ur + u uniformemente sui compatti di A. 


Definizione 3.3. N C RS è H-convesso se per ogni zo € De z € 1.09, 2006, (25102) € N 
per ogni A € [0, 1]. 


La seguente proposizione fornisce condizioni equivalenti alla H-convessità. 
Proposizione 3.1. Sia u € C(Q) con N CR3 aperto e H-convesso. Sono equivalenti: 
1. u è H-convessa. 
2. Dato 2° EQ 
u(z0 0 dx (20) 0 2)) < (zo) + A(u(z) — u(zo)), (4) 
per ogni z E II, e0<A<1 


Dimostrazione. (1) > (2) È sufficiente supporre u € C?(0). Per ogni z = (2,y,t) € Ne per 
ogni retta £ passante per 2 e contenuta nel piano II,, i punti della retta £ si possono scrivere 
in termini del parametro s € R come 2 + sv, per qualche v = A(1,0,2y) + (0,1,—22). I 
punti su £ sono (r +s),y+s4,t+2s(Ay- pz)), cons € R. Sia g(s) = u(r +sA,y + 
sut+2s(Ay- pt)). Si ha g'(s) = A(0,u+ 2y0;u) + u(d,u—-2x du) = \Xu+pYu,e 
g'(8) = A? X°u+ AuYXu+AuXYu+p?Y?u > 0. Da questo segue banalmente (2). 

(2) > (1) Sia p € C°(R3), 0>0, supp C Bi(0) e Sns e(h) dh = 1. Siano e > 0e 


ue(a) = spola) =e7* f ult! 02) (61,21) dh. 
H1 


La funzione us è C® e wu: + u uniformemente sui compatti di N. Da (2) e (4) deduciamo 


che 


Ue (20 ) 6x (25) o z)) = 74 di U (Aa? C) (z0 o dr (25) 0 2))) (d1/eh) dh 
= ei de u ((A7 o zo) ody ((A7* o zo) o (AT o z))) (d1/eh) dh 
Sent f,, (UR 020) +A (UH! 02) — (=! 020) (61/8) da 

H! 


= Ue(z0) +4 (ue(2) — Us(20)). 
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O 


Osservazione 3.1. Dalla Proposizione 3.1(2) segue che se u è convessa in senso classi- 
co, allora u è H-convessa. Non è vero il viceversa. Infatti la funzione gauge p(c,y,t) = 
(+39) +18)" 


sizione 5.2). 


è H-convessa ma non è convessa in senso classico, (si veda la Propo- 


4 Principio del confronto 


Se u € C? per ogni c definiamo 


. Y?u -YXu+cw 
Hi(u)= 5 
—XY — cu X?u 


La prova del nostro principio del confronto si basa sulla seguente proposizione. 


Proposizione 4.1. Se u € C? allora 
X 
divx») (#2(1) i ) = 2(det (1) + 1208). 
Yu 
per c = —4. Inoltre, seu,ve C? ec=-4 
X sa 
(det H(u) + 12u2) — (det H(v) + 120?) = san XY) (Hi (u +0) | li n ) 


Dimostrazione. Si calcola direttamente, tenendo presente che [X,Y] = —40; e [X, di] = 


[Ya] =0. O 


Teorema 4.1. Siano u,v € C°(Q) tali cheu+v è H-convessa in N ev=u sul da, v<u 


in A. Allora 


J {det H(u) +12(0u)?} dz < Ji {det H(v) +12(0;0)?} dz, 
o le 


J traccia H(u) dz < i traccia H(v) dz. 
o) a 


Dimostrazione. Se Z = @1 dz, +02 d7+03 dz, è un campo vettoriale a coefficienti regolari, 


allora 


IZZZIA vzudo(2) — / (1): + (02)2, + (03):3) ude, (5) 
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dove v = (71, 2,13) è la normale al 20 e vz = 31 + 92/2 + a3v3. 


Poichè v = u sul 00, v< vin Ne entrambe sono funzioni regolari fino al bordo, allora la 
D(v—- u) X(v- u) Y(v-u) NE 
SA) = TRTTi: v = _ +. Dalla Proposizione 
ID = ul * Du" De-u) a 

4.1 e da (5) segue che 


normale al 00 è vr = 


IL {det H(u) + 12 (d;u)?} dz — Pi {det H(v) +12 (0.0)?} dz 
a Q 


la defi fol xX(u-v)] [vx 
“i 5 [Hi +) Fai e] ) do(z). 


Poichè u + v è H-convessa, per ogni c € R si ha 


Y(u+v) -YX(u+u)+cdi(u+v)| |&| |& 
-XY(u+v)-cd(u+v) Xu+v) &|° Si 
=(H(+)||,|£/)>o 
3 | E 
Pertanto otteniamo 
/ {det H(u) +12 (du)?} dz < / {det H(v) + 12 (d.0)?} dz. 
2 lo) 
Procedendo nello stesso modo otteniamo anche la seconda disuguaglianza. O 


5 Principio del massimo debole 


Sia A = (a;;) una matrice simmetrica 2 x 2 tale che A > 0, e traccia A > 0, a;; € C(D) dove 
D CR? è un insieme aperto; X1 = X,X2=YeL= pr dij(2)X;X;. 


Teorema 5.1. Sia Q è un insieme aperto e limitato di R3 e sia w € C°(9). Se Lw > 0 in 


O e limsup,_,,) (2) < 0 per ogni zo € 89, alloraw<0 in. 
La prova di questo risultato è standard e si fonda sui due lemmi seguenti. 


Lemma 5.1. Sia Q C R3 un insieme limitato e aperto, e w € C(Q). Allora esiste 2 € È 
tale che supon D(z0,0) V = SUP w per ogni p > 0, dove D(z0, p) è la boccia euclidea di raggio 


pe centro zo. 


Lemma 5.2. Sia O un insieme limitato e aperto. Esiste una funzione wo € C°(Q) tale che 


wo >0 e Luo < Din Q. 
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Dimostrazione. Dato A > 0 scegliamo M € R tale che sup,eg e**+}V < M; 2 = (2,9, 1). Sia 


wo= M — eYT+A, Allora wo > Din Q, X1wo = —Xetz, X2wo = Ne, X2Wo = — Xe}, 
X2wo = — Ae, e X1X2wo = X2X1wo = 0. Pertanto Lwo = —A?(an ed® + agg e) < 0 
in. O 


Dimostrazione del Teorema 5.1. Supponiamo Lw > 0 in Q. Per il Lemma 5.1, esiste zo E (o) 
tale che supgng(z0,9) Y = SUP per ogni p > 0. Se zo € Q, allora w(z0) = supgw e 


Dw(z0) = 0, D°w(z0) < 0. Pertanto 


0< Lw(z0) = traccia (* pa vel) (20) 


YXxw Y?w 
. X2w (XYw+YXw)/2| 

= traccia { A (20) 
(XYw+YXw)/2 Y2w 
10 3 È Mi 

= traccia | A | D®w 0 1 (20) 
01 -2r 

2y -2r 


1 0 
102 
= traccia 0 1]|4 | li D?w | (20) 
i 1 
2y -2x 
= traccia (AD?w)(z0) <0, 
dove A > 0 e D2w(20) < 0. Questo è assurdo. Quindi zo € 00 e w < 0 in A. Se Lu > 0 


in 9, allora per ogni e > 0 poniamo ws = w — e wo con w, come nel Lemma 5.2. Si ha 


Lw, = Lw — eLwo > 0 e limsup,_,,, We(z) < limsup,_,2 w(2) < 0 for each zo € 00. Dal 


precedente argomento , we < 0 in © per ogni e > 0, e quindi w < 0. O 
Poniamo 
Y?u -—(XYu+YXu)/2 
H'(u)= i / 7 
-—(XYu+YXu)/2 X?u 


Si verifica facilmente che 


det H(u) = : traccia (H*(u)H(u)), 


traccia (H*(u)H(v)) = traccia (H*(v) H(u)). (6) 


45 


Dal Teorema 5.1 otteniamo il seguente principio del confronto. 


Proposizione 5.1. Siano N C R3 un insieme aperto limitato, u,v € C?(Q) tali cheu+v 
è H-convessa, e traccia H(u +) > 0. Se det H(u) > det H(v) inDeu<v on 99, allora 


u<vinA. 
Dimostrazione. Da (6) segue 


0< det H(u) — det H(v) 
È - (traccia (H°(u) H(u)) — traccia (H*(v) (v))) 


= 3 (traccia (7°(u) H(u — v)) + traccia ((H"(u) — H*(0) (0) 

" 3 (traccia (H"(u)(u — 0) + traccia (H"(v) H(u= v))) per (6) 
= ; traccia (H*(u+v)H(u-v)) 

= ; traccia (H*(u+v)H(w)), 


dove w = u—v <00n 80. Applicando il Teorema 5.1aw con A= H*(u+v), si ottiene 


l’asserto. O 


5.1 Un principio del confronto 


Come conseguenza della Proposizione 5.1 otteniamo che i “coni” che coincidono con una 


funzione H-convessa u sul bordo di una d-palla B stanno sopra al grafico di u dentro B. 


Proposizione 5.2. Sia d(2,20) = |z7! o zIl, Hell = (+99)? +#)/4, 2 = (2,91), 
Q = {2 € R3 : 0 < d(2,20) < R}, e v(2) = m (2, 20) 
H-convessa în Q, det H(v) = 0 in I, e det H(v) è sommabile in A. 


—1). Sem>0, allora v è 


Dimostrazione. Se ( € R3 e g(2) = f((oz), allora Xyg(2) = (Xf)(Coz)eYg(2) = (Yf)(Coz). 
Possiamo allora supporre zo = 0. Siano r = (x? +y?)? + #2 e h € C!((0,+00)). Allora 
Xr = 423 + 4xy? + dyt, Yr = 4yn? + 493 — dt, X?r= Y?r = 12(2° + y?), YXr = 
di, e XYr = --4t. Se u(x,y,t) = h(r), siha Xu= h'(r) Xr, Yu = R'(r)Yr, X2u 
h"(r) (Xr)? + h'(r) X2r, Y?u= h"(r) (Yr)? + h!(r) Y?r, XVu= h"(r) XrYr+h'(r) XYr, 
YXu=h"(r)YrXr+h'(r)YXr. Allora 


det H(u) = 48 (2° +y2)? {4rhk"(r) +3 h'(7)} A'(r). (7) 


46 


Pertanto det H(u) = 0 se h'(r) = 0 0 4rh"(r) +3h/(r) = 0, cioè, A(r) = C' oppure 
h(r) = r!/4. Se h(r) = r1/4, allora X°h(r) = 3r77/4 (y(x2 +9?) — st)? > 0e Y?h(r) = 
3r=7/4 (x(22 + y2) + yt)? > 0, e r1/4 è H-convessa in R° \ {0}. 

D'altronde, det H(u) < Cr7!/? e quindi posto Q = 4, si ha 


R 
J det H(u) dz < C r_1/2 dz = C J pp? dop= CC R°. 
r1/4<R r1/4<R (o) 
O 
Proposizione 5.3. Sia u € C?(0) H-convessa, con N = {2 € R° : 0 < d(z, 20) < R}, 


eu <0 sul {z € R3 : d(2,20) = R}. Allora u < v, dove v è la funzione definita nella 


Proposizione 5.2 con m = —u(z0). 
Dimostrazione. Sia e > 0, z0 = (Zosyo,t0), 2 = (2,18), 


ue(2)=u(2) +e(2° +y?°), 


v:(2)=-(1- VE) (zo) (Fe, = I) 


Per € sufficientemente piccolo ue(z) < ve(2) per ogni z € 09. Infatti se 2 = zo, allora 
ue(20) < ve(20) se e solo se VE (73 +43) < —u(z0) che vale per ogni e piccolo. D'altronde, se 
d(z,20) = R, allora v:(2z) = —vEu(zo) e us(2) < e (12+y?) < e Maxg(z,20)=R(2°+y?) = e M. 
Quindi u-(2) < ve(2) sul d(2, 20) = A se VE M < —u(zo) che vale per € piccolo. 


Abbiamo anche che 
det H(u:) = det H(u) + 2e traccia H(u) + 4e > 0= det H(ve) (8) 


in Q, e traccia {H(u: + ve)} = traccia H(u) + 8e + traccia H(v:) > 0. Pertanto, dalla 


Proposizione 5.1 otteniamo uz < ve in I, e la proposizione segue mandando e + 0. 


O 


Come conseguenza delle precedenti proposizioni otteniamo la seguente estensione del 


Teorema 4.1, che utilizzeremo in seguito nella prova del principio del massimo Teorema 1.2. 


Teorema 5.2. Sia N= {2 € R3 : 0 < d(z,20) < R}, e sia v € C°(Br(20)) H-convessa in 
O e tale chev=0 sul aBr(z0). Poniamo u(z) = —v(20) (faro - I) . Allora 


J {det 74(u) + 12 (0ru)?} dz < / {det H(v) +12 (010)?} de. 
Br(zo0) B 


R(z0) 
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Dimostrazione. Dalla Proposizione 5.3 otteniamo che v<uin Br(20). Dimostreremo che 
J {det H(u) + 12 (3,u)?} dz 
Br(z0)\Be(z0) 


< J {det H(v) +12 (0.v)?} dz + O(e!/4), (9) 
Br(z0)\B-(z0) 


per € + 0. Per l’invarianza dei campi vettoriali rispetto alla legge di gruppo, non è restrit- 
tivo supporre zo = 0. Poichè le funzioni u,v sono #-convesse e C? eccetto nel punto 0, 
procediamo come nella prova del Teorema 4.1 ma sull’insieme aperto N = B£r(0) \ B-(0). 


AI termine di bordo dobbiamo pertanto aggiungere il seguente 


Li 2 E do 2 RPLi.i 
VARIE Peas fo Etre >igahk 


» / += ME E i I I ue J/ MNRZCTO:0E get Da È dotò) 
xd | 
+ cf. d(u+v)X(u-v — DA dae î So d(u+v)Y(u-v — pd do(2) 


dove d(z) = d(2,0). Dimostriamo che ogni addendo è O(e!/4). Tutti i termini hanno sostanzial- 
mente lo stesso comportamento per e + 0. Utilizzando i conti della prova della Proposizione 


5.2, vediamo ad esempio che 


J= Y°(u+v)X(u- do(z 
ai ( )X( DI (2) 
Z:C r_11/4 (x(2°+y2) + yi)? (4x3 + Axy? + 4yt)? dela) 
d(2)=e |Dd] 
È do(2) 
sora | del) 7 
a s)=e IDA do) 


D'altronde, per la formula di coarea 


do (2) ds s=/ 4 
dr= CU. 
L dar =a Da © d(2)<t 


Quindi J a = C 8° e inserendo questo valore in (10) otteniamo che J = 0(e!/4). 
d(2)=s 


Pertanto vale (9) e il teorema segue mandando e + 0. O 


Come conseguenza della Proposizione 5.1 otteniamo che le funzioni H-convesse sono 


lipschitziane rispetto alla distanza d. 


Proposizione 5.4. Sia Q C R3 un insieme aperto e u € C(Q) H-convessa in A. Allora 
per ogni palla B C O esiste una costante C8 tale che |u(x) — u(y)] < Cg d(x,y) per ogni 
T,y € B. 
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Dimostrazione. Possiamo supporre u € C2(9) e Ba(20, 2R) CN. Sia y € Balro, R) e d(7) = 
uc) -u(y)+e ((c1 — vi)? + (22 — Y2)?); 2 = (21,72,73),9 = (Y1,Y2,Y3), con x € Ba(y, R). 
Abbiamo che H($+C: d(-,y)) > 0 in Ba(y, R) e $(2) < Ce d(2,y) per d(x,y) = R dove Ce = 
A Poichè det H(g) > det H(d(-,y)) in Baly, R)\{y} per 
il principio del confronto Proposizione 5.1 otteniamo che @(x) < Ce d(x,y) per x € Ba(y, R). 
Mandando e + 0 otteniamo u(x) — u(y) < C d(7,y) per x € Ba(y, R) conC = ne 
e y € Balzo, R). Se x,y € Bal(ro, R/4), allora 2 € Ba(y,R/2) e y € Ba(x, R) e per la 
precedente disuguaglianza u(y) — u(x) < C'd(y,7) = Cd(z,y). Pertanto otteniamo che 


u(x) — u(y)| < C d(x,y) per ogni x,y € Balzo, R/4). O 


6 Principio del massimo 


Proposizione 6.1. Sia u H-convessa in © aperto e limitato. Supponiamo u < 0 on dA. 


Allora u<0 in 9. 


Dimostrazione. Siano e > De us(2,y,t) = u(,y,t)+£ (1°+y?). Allora H(us) = H(u)+2e Id, 


e 
det H(u.) = det H(u) + 2e traccia H(u) + 4e°. 


Poichè det H(e(x2 + y?)) = 4e?, otteniamo det H(us) > det H(e(x° + y?)) in Q. Inoltre 
us < e(x? + y?) sul 20, e traccia {H(u: + e(2° + y?)} = traccia H(u) +8e > 0. La 


proposizione allora segue dalla Proposizione 5.1. O 


Proposizione 6.2. Sia u € C? e H-convessa in © aperto e limitato. Supponiamo u < 0 


sul 90. Allora u < 0 in A. Inoltre, se esiste zo € Q tale che u(z0) = 0 allora ua 0inA. 
Dimostrazione. Definiamo 
L= X?+Y? 


il Laplaciano di Kohn sul gruppo di Heisenberg. Poichè u è H-convessa in Q allora Lu = 
traccia Hu > 0. Quindi, per il principio del confronto per L, otteniamo u £ 0 in Q. Inoltre, 
se esiste zo € A tale che u(z0) = 0 allora u ha un punto di massimo in un punto interno e 


per il principio del massimo forte per L, ( si veda ad esempio [1]) otteniamo u=0in9. D 
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Lemma 6.1. Siano zo € Br(0) ez € I. NBg(0). Sia A>0 tale che 
2'= z00dy(25 02) € I, NABR(0). 
Supponiamo u H-convessa in Br(0) eu=0 sul 0Br(0). Allora: 


1. Se zo = (To; Yo,to) ez=(0,0,t0), allora A>2 e 


u(2) £ ZU). (1) 
2. Se0<a,B<1,a+B<1,p(z0)<aR e d(z0,z) <BR, allora X> e e 
ul e 12228 afeg, 12) 


l-a 


Dimostrazione. Dimostriamo la prima parte di (1). Se n = (2,y,t) € II.,, allora abbiamo 


che 
200 dx(25° on) = (ro + Mx — zo), vo + My — yo);to + Mt — to))), 
e 2'=((1-A)z0;(1- A)yo;t0). Quindi 
R° = p(2°)* = ((1-1)°23+(1-A)?98) +% 
= (1-1) (28+ 48)" + p(20)* — (22 +92)? 
<((1-2)*-1) (23+y8)° +, 


e |1- A| > 1. Poichè A> 0, segue \> 2. 


Per dimostrare la prima parte di (2) scriviamo 


R= p(2') = p((251) 7! 06x27) 0 2)) < p(271) + p(6x(27 0.2) 
= p(z0) +\p(25% 0 2) = p(20) +Ad(z0,2) 
<aR+ABR, 


le 
e quindi > 3. 


Per dimostrare (11) e (12), per definizione di 2’ abbiamo che 2 = 200 61/x(251 0 2'). Da 
(4) e poichè u(z') = 0, segue che u(z) < (1 - 3) u(z0). Quindi (11) e (12) seguono, perchè 
Uu<0in Br(0). O 


Utilizzando ripetutamente il Lemma 6.1 si dimostra la seguente stima puntuale (riman- 


diamo al lavoro [5] per la dimostrazione in tutti i dettagli). 
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Proposizione 6.3. Sia u H-convessa e u = 0 sul 0Bg(0). Dato zo € Br(0) esiste una 


costante positiva c < 1, dipendente da d(z0,0Br(0)), tale che 
u(0) < culzo). 


La Proposizione 6.3 ci permette di spostare una stima puntuale nel centro della boccia 


ad un punto qualsiasi della boccia, e quindi di dimostrare il Teorema 1.2. 
Dimostrazione del Teorema 1.2. Poniamo 


u(0)=-m 


st =m (060 3). 


Sihav=u=0 sul 0Br, v è H-convessa in Br e v > u in Br. Dal Principio del confronto, 


Teorema 5.2, otteniamo 
J {det H(v) + 1207} dz < J {det H(u) + 127} dz. 
Br Ba 
Inoltre, 


pa {det H(v) + 1202) dz = (T) ps {det H(d(C,0)) + 12 (4,d(6,0))?} dl 
=12(F) 2 /, Adcongà 


=cm 


con 
a=12f (0,d(6,0))?dl > 0. 
Bi 
Sia 
U(z0) = rin = —mo. 


Per la Proposizione 6.3 esiste una costante 0 < ca < 1 tale che 


1 
Mo < —m. 
c2 
Quindi 
m3 <3m? <S/. {det 7 (u) + 122} dz. 
c2 


S1 


7 H-Misure 


7.1 Stime dell’oscillazione 


In questa sezione proviamo che se u è H--convessa, possiamo localmente controllare l’integrale 
di det H(u) + 12(u:)? in termini dell’oscillazione di U. 


Cominciamo con un lemma sulle funzioni H-convesse. 


Lemma 7.1. Se u1,u2 € C?(0) sono funzioni H-convesse, e f è convessa in R2 e non 


decrescente in ogni variabile, allora la funzione composta w = f(u1,02) éH-convessa. 


Dimostrazione. Supponiamo inizialmente f € C°(R?), e poniamo X; = X,X2=Y. Si ha 


2 

of 

Xjw = ph du XjUp, 
p=1 P 


2 2 
of Cali 
XiXjw 3 ) (Fix + O Buda, ita; s 
q= 


p=1 


e per ogni h = (h1, ha) € R? 


2 
(H(w)h,h)= YO X:X;whih; 


t,j=1 


2 df 2 0°} 2 2 
=D Ga (HA, 8) + DD LO Xi h) (I Xjuphy) 
p=1 p p,q=1 IP in j=1 


20, 


perchè H(up) è semidefinita positiva e sd > 0 per p= 1,2, e la matrice 
p 


è semidefinita positiva. 


Se f è soltanto continua, per f > 0 definiamo 


= 1? / 0(57°) sd, 


dove w € C°° è non negativa, si annulla fuori dalla palla unitaria di R?, e Jg= 1. Poichè f 
è convessa, allora fi è convessa e per il conto precedente wn = fa (1,2) è H-convessa. In 
particolare, wn soddisfa le ipotesi della Proposizione 3.1 e poichè w, -> w uniformemente 


sui compatti per a + 0, otteniamo che w è H-convessa. O 
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Proposizione 7.1. Sia u € C°(0) H-convessa. Per ogni dominio compatto Q' € N esiste 


una costante positiva C dipendente da O' e da A ma indipendente da u, tale che 
J, {det H(u) + 12(4,)?} da < C(oscau)?. (13) 
o 


Dimostrazione. Dato z0 € N sia Br = Br(20) la d-palla di raggio A e centro zo tale che 
Br CI. Denotiamo con B,r la palla concentrica di raggio o, con 0 < 0 < 1. Senza perdere 
di generalità possiamo supporre zo = 0, perchè i campi vettoriali X e Y sono invarianti a 
sinistra rispetto al gruppo di traslazioni. Sia M = maxgx , allora u — M <0 in Br. Dato 
e > 0 lavoreremo con la funzione u — M — e < —e. in altre parole, sottraendo una costante, 
possiamo supporre u < —€ in Br, per ogni costante positiva assegnata €; € tenderà a zero 
alla fine della prova. ” 


Definiamo 


mo = inf u 
0 Br ’ 


va) = app et le. 


Ovviamente v = 0 sul ABr e v = mo sul dB7r. Vogliamo dimostrare che v è H-convessa in 


Br ev <mo in Bor. Posto r = ||z]|4, A(r) = r), e seguendo i conti della 


mMo 4 
Gori - 
prova della Proposizione 5.2 otteniamo 


2 
_ TL 22 mo 
det H(v) = 144(2° + y°) (‘A s no) >0, 


2 — VI}, = Ì ja > 
X?h=Y?h=-12(£ +075R o 20 


perchè mo è negativa. Quindi v è H-convessa in Br. Poichè v — mo = 0 sul dB;r, dalla 
Proposizione 6.1 segue che v < mo in Bor. In particolare, v < u in Bor. 
Sia p € C$°(R?) una funzione radiale con supporto nella palla unitaria euclidea e tale 


che fra (1) de = 1. Posto 
faenza) =? | o((e-)/0) max(yi,12) dida (14) 


abbiamo che 
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1. Se 21 > 22, allora esiste ho > 0 e un intorno V di (21,2) tale che fa(y1,92) =y1 per 
ogni (y1,92) € V e per ogni A < ho. 


2. Esiste una costante positiva @ tale che fn(2,2)=x+ah per ogni A > 0 e per ogni 
TER. 


3. Per ogni a > 0, fi(-, 2) è non decrescente per ogni x2 e fn(1, +) ènon decrescente per 


ogni z1. 
Definiamo 
wn = fn(u,v). 


Dal Lemma 7.1 wx è H-convessa in Br. Se y € Bor allora v(y) < u(y). Se U(Y) < uy) 


allora fn(u,v)(y) = u(y) per h piccolo; se v(y) = u(y), allora Sn(u,v)(y) = u(y) + ah. 
Quindi 


/ {det H(u) + 12(0,u)?} dz = / {det H(wn) + 12((wn):)?} dz 
Bor Bor 


< / {det H(wn) + 12((wn):)?} dz. (15) 
Ba 


Notiamo che fn(u,v) > v in Br per A piccolo. Inoltre, u< 0ev=0 sul OBr pertanto 


fa(u,v) = 0 sul èBa. Applicando allora il Teorema 4.1 a Wa e v otteniamo 
/, {det H(w,) + 12(0.wn)?} dz < J, {det H(v) + 12(v:)?} dz 
R R 

= 48 (ea) /. (3(2? + y2)? + 1°) dz 
= 48 CSA (32° + 42)? + 12) dz. 

Da questa disuguaglianza, combinata con (15), otteniamo 

/, {det H(u) + 12(d,u)?} dz < C (mo)? < C (oscagu+e)?. 
er 
La disuguaglianza (13) segue mandando e + 0 e ricoprendo ' con delle palle. O 


Corollario 7.1. Sia u € C?(0) H-convessa. Per ogni dominio compatto N' E I esiste una 


costante C, indipendente da u, tale che 


/ det H(u) dz < C(oscau)?. (16) 
FP 


Corollario 7.2. Sia u € C2(M) H-convessa. Per ogni dominio compatto N' € I esiste una 


costante positiva C, indipendente da u, tale che 


J traccia Ho(u) dz < CR°oscou. (17) 


7.2 Misure generate da funzioni #-convesse 


Dimostreremo che possiamo estendere f det H(u) + u? a funzioni continue e H-convesse 
come misure di Borel. Chiameremo questa H-misura associata a u, e mostreremo che la 


mappa u € C(0) + u(u) è debolmente continua su C(Q). 


Teorema 7.1. Data una funzione H-convessa u € C(Q) esiste un'unica misura di Borel 


u(u) tale che se u € C*(Q1) per N E I, allora 
p(u)(E)= J {det H(u) + 12u7} dz (18) 
E 


per ogni insieme boreliano E C Qi. Inoltre, se ur € C(Q) sono H-convesse, e ur + U sui 


compatti di A, allora p(ux) converge debolmente a p(u), cioè 


IRETESRZIO (19) 
a a 
per ogni f € C(Q) con supporto compatto in9. 


Dimostrazione. Sia u € C(N) H-convessa, e sia {ux} C C?(9) una successione di funzioni 


H-convesse convergenti a u uniformemente sui compatti di N. Per la Proposizione Tel 
J {det H(ux) + 12(0,ux)?} de 
o 


sono uniformemente limitati, per ogni 2" € I, e quindi una sottosuccessione di (det H(ux) + 
12(0,ux)?) converge debolmente nel senso delle misure a una misura di Borel u(u) su (dA 
Dimostriamo ora che la mappa u € C(9) + p(u) € M(9), lo spazio delle miure finite di 
Borel su Q2, è ben definita. Sia {vx} C C?(9) un’altra successione di funzioni H-convesse 
convergenti a u uniformemente sui compatti di 9. Supponiamo che (det H(ux)+ 12(0,ux)?) e 
(det H(vx)+ 12(4;vx)?) convergano debolmente a delle misure di Borel p, L' rispettivamente. 
Sia B = Br € 9, e fissiamo o € (0,1). Sia 7 € C?(A) una funzione H-convessa tale che 


n=0inB;ren=1sul Br. Dalla convergenza uniforme di {ux} e {ux} a u, dato e>0 
de Le: : 


4 
1Nella d-palla Br(0), la funzione n si può costruire così: se v(2) = i i 7, (I - *) e fn è la funzione 
- 0 


definita in (14), allora n(z) = fn(v;0) per A sufficientemente piccolo. 
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esiste k: € N tale che 
ee e ° n 5 
sa <ux(2) — ve(2) < 3° Pperognire Bek>K,. 
Quindi 
€ 
ur t 3 <u +en 


sul Br per k > k.. Definiamo A = {z € Br: up + 5 > v + en}. Dal Teorema 4.1 


otteniamo 
PA {det H(ux) + 12(0,u%)?} dz < /, det H(vx + em) + 12(0,0x + cd,m)? 
e % 
< È det H(vx) + 128 0%)? + e? C 
R 
+eC /, (traccia #2 (vs) + |2,ve1) 
R 
< / det H(vx) + 12(0,vx)? + e2 C 
Ba 
+eC DA (traccia H2(v£) + [9x0]? + 1) (20) 
e per la Proposizione 7.1 e il Corollario 7.2 il ih membro è limitato da 
/, det H(vx) + 12(dvx)? + e C. 
Per definizione di x e poichè n è 0 in Br, segue che Br C I e quindi per (20) otteniamo 
f. det H(ux) + 12(0,ux)? < /, det H(vx) + 12(d;vx)? + € C, (21) 
oR R 
e mandando k + 00, otteniamo H(Ber) < L'(Ba)+Ce. Quindi, see +0e0 +1 otteniamo 
4(B) < u'(B). 


Scambiando {ux} con {vx} abbiamo up = w'. 


Per la prova di (19) rimandiamo il lettore al lavoro [5]. O 


Corollario 7.3. Se u,v € C(Ò) sono H-convesse in Q,u=vsudNeu>vin0, allora 
p(u)(9) < u(v)(O). 


7.3 Principi del confronto e del massimo per H-misure 


Teorema 7.2. Sia N C R3 un insieme aperto e limitato. Se u,v € C(A) sono H-convesse 
inN,u<v su 80 e p(u)(E) > u(v)(E) per ogni insieme borelieno E C O, allora u<v in 
A. 
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Dimostrazione. Supponiamo 0 € A, A = diam(Q), e > 0, e us(c,y,t) = u(c,y,t) +e (12 + 
y? — A?). Allora x? + y? — A? < 0 per (z,y,t) € A, e us < u < v in 990. Supponiamo che 
esista (10, yo,to) € A tale che u(co,Yoto) > U(to,Yo,to). Quindi l’insieme D = {(r,y,t) E 
O : v-(x,y,t) > v(,y,t)} è non vuoto per ogni e piccolo. Inoltre, Dn9a9 = 0. Pertanto 
DCLeu; = v sul dD. Per il Corollario 7.3 otteniamo p(ue)(D) < p(v)(D). D'altronde, 
esiste ur € C2(0) H-convessa in I tale che ur + uniformemente sui compatti di Q. Sia 


ke (2,41) = ug(2,y,t) +e (1° + y? — A?). Per (8) abbiamo 
J {det H(ux,c) + (ux.e)?7} dz = J {det H(ux) + 2e traccia H(ux) + 4e? + (ux)}} dz 
D D 
> p(ux)(D) + 46° |DI. 


Mandando k + 00, per il Teorema 7.1 si ha p(ue)(D) > u(u)(D) + 462 |D| > u(u)(D), e 


otteniamo una contraddizione. O 


Teorema 7.3. Sia u € C(Br) H-convessa, u= 0 sul 0Br. Se 

u(zo) = min u, 
allora esiste una costante positiva c, dipendente da d(z0,9Br), tale che 

[u(2o)]? < cu(9) 

Concludiamo questa nota osservando che dalla stima (13) segue anche la seguente 
LA det H(u) dz < C(oscgu)?, (22) 
e pertanto si potrebbe pensare di definire un’altra misura v tale che se u € C?(9) 
v(u)(E) = f,derntt) dz 


per ogni insieme boreliano E C 2. Per questa misura v non può però valere una stima 


analoga a quella di Aleksandrov, come mostra il seguente controesempio. 


Controesempio 7.1. Siano v e Q la funzione e l'insieme definiti nella Proposizione 5.2. Si 
ha che v è continua, H-convessa, det H(v) è sommabile in O e det H(v) = 0 in Q. Pertanto 
v(9Q) = 0. Se per assurdo | mina v|? < cv(9) per qualche costante c positiva, si avrebbe v = 0, 


e questo è assurdo. 
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